Unidad V

Transformaciones lineales.

5.1 Introduccién a las transformaciones lineales.
El presente capitulo aborda una clase especial de funciones

denominadas transformaciones lineales que ocurren con mucha frecuencia en el
algebra lineal y otras ramas de las matematicas. Estas tienen una gran variedad
de aplicaciones importantes. Antes de definirlas, se estudiaran dos ejemplos
sencillos para ver lo que es posible realizar.

Ejemplo 1: reflexion respecto al eje x

En R2se define una funcion T mediante la  formula T(X;y)=(x;-y).
Geomeétricamente, T toma un vector en R2y lo refleja respecto al eje x. esto se
ilustra en la figura. Una vez que se ha dado la definicion béasica, se vera que T es
una transformacion lineal de R2 en R2.

Ejemplo 2: transformacion de un vector de produccion en un vector de materia
prima.

Un fabricante elabora cuatro tipos de productos distintos, de los cuales cada uno
requiere tres tipos de materiales. Se identifican los cuatro productos como P1, P2,
P3, y P4y a los materiales por R1, R2 y R3. La tabla siguiente muestra el numero
de unidades de cada materia prima que se requieren para fabricar 1 unidad de
cada producto.

Ejemplo 2: transformacion de un vector de produccion en un vector de materia
prima.

Un fabricante elabora cuatro tipos de productos distintos, de los cuales cada uno
requiere tres tipos de materiales. Se identifican los cuatro productos como P1, P2,
P3, y P4y a los materiales por R1, R2 y R3. La tabla siguiente muestra el numero
de unidades de cada materia prima que se requieren para fabricar 1 unidad de
cada producto.
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Surge una pregunta natural: si se produce cierto nimero de los cuatro productos,
¢, Cuantas unidades de cada material se necesitan? Seanpl, p2, p3y p4 el nUmero
de articulos fabricados en los cuatro productos y seanrl, r2,yr3 el nUmero de
unidades necesarios de los tres materiales. Entonces se define

[ D \
]’ r 2 1 3§ 94
l)_

p=| - r=j|i A=|4 2 2 1
P ; 3 3 1 2
\p.;;'

Por ejemplo, suponga que P=(10,30,20,50). ¢Cuéantas unidades de R1 se
necesitan para producir estos niumeros de unidades de los cuatro productos? De
la tabla se tiene que

r=pl*2+p2*1+p3*3+p4*4=10*2+30*1+20*3+50*4=310 unidades
de manera similar r2=10*4+30*2+20*2+50*1=190 unidades
y r3=10*3+30*3+20*1+50*2=240 unidades

en general se ve que
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Esto se puede ver de otra manera. Si ap se le conoce como le vector de
produccién y a r como el vector de materia prima, se define la funcion T por = T(p)
= Ap. Esto es, T es la funcidn que “transforma” el vector de produccion en el vector
de materia prima y se hace mediante la multiplicacion de matrices ordinaria.
Como se veréd, esta funcion es también una transformacion lineal.

Antes de definir una transformacién lineal, hablaremos un poco sobre las
funciones. En la seccion 1.7 se escribid un sistema de ecuaciones como

Ax=b

Donde A es una matriz de m*n, x R’y b R”. Se pidi6 encontrar x cuando Ay b se
conocian . No obstante, esta ecuacion se puede ver de otra forma: suponga que A
se conoce. Entonces la ecuacién Ax=b “dice” : proporcione una x en R”" y yo le
daré una b en R”""; es decir , A representa una funcion con dominio R” e imagen

rrr

en R,

La funcion que se acaba de definir tiene las propiedades de que A (  si es un
escalar y A(x + y) = Ax + Ay. Esta propiedad caracteriza las transformaciones
lineales.

Definicion 1 transformacion lineal

Sean V y W espacios vectoriales reales. Una transformacion lineal T de Ven W es
una funcion que asigna a cada vector v V un vector Unico Tv W y que satisface,
paracadauyvenVycadaescalar.
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TRES OBSERVACIONES SOBRE NOTACION

1. Se escribe T: v W para indicar que T toma el espacio vectorial real V y lo lleva al
espacio vectorial real W; esto es, T es una funcién con V como su dominio y un
subconjunto de W como su imagen.

2. Se escriben indistintamente Tv y T(v). Denotan lo mismo; las dos se leen “T de
v”. Esto es analogo a la notacién funcional [(x), que se lee “[ de X”.

3. Gran parte de las definiciones y teoremas en este capitulo también se cumplen
para los espacios vectoriales complejos (espacios vectoriales en donde los
escalares son nimeros complejos).

Ejemplo 3. Una transformacién lineal de R? en R?

x + Yy -1
> - x
Sea T: R2-R¥definida por T (y) = (x - )’) Por ejemploT( ) ( S). Entonces
3y -9
f x1 4+ =x2 X1 ¥ %2 + L+ y2 x1 + yi
T[ (yl) ] T(y + y2)= (xl + x2 - yl - yz) = (xl -— )’1)+
3yl + 3y2 3y1
x2 + )'2
(12 - )'2)
3y2
Pero
X =+ » x2 4+ y2
(n - yl) =r(";) Y (xz 2k )'2) = T("g)
3y1 ¥ 3y2 4
Asi

7 Ga)+ G2l =7Ga) +7(G2)

T[ y)] T(ocy=( . i :;)m‘(i i i:)=°‘T(;[f)

3xy 3y

Asi, T es una transformacién lineal.

Ejemplo 5 La transformacion identidad
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Sea V un espacio vectorial y definida I: V V por Iv = v para todo v en V. Aqui es
obvio que es | es una transformacion lineal, la cual se denomina transformacion
identidad u operador identidad.

Ejemplo 6 Transformacién de reflexion

Sea T:R2 R2 definida por T(x;y)=(x;-y). Es facil verificar que T es lineal. En
términos geométricos, T toma un vector en R2 y lo refleja respecto al eje y (vea la
figura 5.2)

\
K

Ejemplo 7 Transformaciones de Rn Rm dada por la multiplicacion por una matriz
de m*n.

Sea A una matriz de m*n y definida T:R”" R”" por Tx = Ax. Como A(X +y) = AX +
Ay y A( sixyyestan en R, se observa que T es una transformacion lineal.
Entonces: toda matriz A de m*n se puede utilizar para definir una transformacion
linealde R en R™".

5.2 Nucleo e imagen de una transformacion lineal.

En esta seccidn se desarrollan algunas propiedades basicas de las
transformaciones lineales.

Teorema 1. Sea T: V W una transformacion lineal. Entonces para todos los
vectores u, v, v1, v2,....vn en V y todos los escalares

. T(0)=10
. Tw—=v)=Tu—Ty
W Tlav, Fww too o) =aly, ¥ e Ty +o..eTy,
Nota en la parte i el O de la izquierda es el vector cero en v; mientras que el cero
de la derecha es el vector cero en W.

i. T(0) = T(0 + 0)= T(0) + T(0). Asi 0= T(0) — T(0) = T(0) + t(0) — T(0) = T(0)
LTU-v)=Tlu+ (-1)v]=Tu+ T[(-)v]=Tu + (-1)Tv=Tu - Tv.
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iii.Esta parte se prueba por induccion (vea el apéndice 1). Para n = 2 se tiene
T(alvl + a2v2) =T (alvl) + T(a2v2) = alTvl + a2Tv2. Asi, la ecuacion (1) se
cumple para n = 2. Se supone que se cumple para n =k y se prueba para n=k + 1:
T(alvl + a2v2+ ....+ akvk+ak+1vk-1) = T(alvl + a2v2+....+akvk) + T(ak+1vk+1),
y usando la ecuacion en la parte iii para n= k, esto es igual a (a1Tv1l +
a2Tv2+....akTvk) + ak+1Tvk+1, que es lo que se queria demostrar. Esto completa
la prueba.

Observacion. Los incisos i) y ii) del teorema 1 son casos especiales del inciso
iif). Un dato importante sobre las transformaciones lineales es que estan
completamente determinadas por el efecto sobre los vectores de la base.

Teorema 2  Sea Vv un espacio vectorial de dimensién finita con base B=
{vi,v2,....vn}. Sean wl,w2,....wn vectores en W. Suponga que T1y T2 son dos
transformaciones lineales de V en W tales que T1vi = T2vi=wi parai=1, 2,...,n.
Entonces para cualquier vectorvev, T 1v =T2v; es decir TL =T2.

Como B es una base para V, existe un conjunto unico de escalares al, a2,...., an.
Tales que v=alvl +a2v2 + ...+ an vn.

Entonces, del inciso iii) del teorema 1, T1lv = T1(al vl + a2v2 + ...+ anvn)
= alT2vl + a2T2v2 +... + anTnvn= alwl + a2w?2 +...+ anTnvn

De manera similar T2v = T2(alvl + a2v2 + ...+ anvn)
=alT2vl + a2T2v2 +...+ anTnvn =alwl + a2w2 +...+
anvn

Por lo tanto, T1v =T2v.

El teorema 2 indica que si T:v W y V tiene dimension finita, entonces sélo es
necesario conocer el efecto que tiene T sobre los vectores de la base en V. Esto
es, si se conoce la imagen de cada vector basico, se puede determinar la imagen
de cualquier vector en V. Esto determina T por completo. Para ver esto, sean v1,
v2,....vn una base en V y sea v otro vector en V. Entonces, igual que en | aprueba
del teorema 2, Tv = alTvl + a2Tv2 +...+ anTvn

Asi, se puede calcular Tv para cualquier vector ve V si se conocen Tvl,Tv2,....Tvn

Ejemplo 1 Si se conoce el efecto de una transformacion lineal sobre los vectores
de la base, se conoce el efecto sobre cualquier otro vector.

Sea T una transformacion lineal de R3 en R2 y suponga que

(1) , 0\
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Solucién. Se tiene
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Surge otra pregunta; si wl,w2,....,wn son n vectores en W, ¢ existe una
transformacion lineal T tal que Tv; = wj parai=1,2,...,n? La respuesta es si. Como lo
muestra el siguiente teorema.

5.3 La matriz de una transformacion lineal.
Si A es una matriz de m*n y T: Rn-Rm esta definida por Tx = Ax, entonces, T es

una transformacion lineal. Ahora se vera que para toda transformacion lineal de
Rn en Rm existe una matriz A de m*n tal que Tx = Ax para todo x € Rn. Este hecho
es de gran utilidad. Si Tx = Ax. Entonces un T =NA e Im T = RA. mas aun, v(T) =
dmun T =v(A)y p(T) =dim Im T = p(A). Asi se puede determinar el nucleo, la
imagen, la nulidad y el rango de una transformacién lineal de Rn-
Rm determinando el espacio nulo y la imagen de la matriz correspondiente.
Adicionalmente, una vez que se sabe que Tx = AX. Se puede evaluar Tx para
cualquier x en Rn mediante una simple multiplicacion de matrices.

Pero esto no es todo. Como se vera, cualquier transformacion lineal entre
espacios vectoriales de dimension finita se puede representar mediante una
matriz.

Teorema 1

Sea T:Rn -Rm una transformacion lineal. Existe entonces una matriz Ginica de m*n,
AT tal que
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TX = _»II,\' para toda X € | B

Demostracion

Sea wl =Telw2=Te2,....,wn = Ten. Sea AT la matriz cuyas columnas son wl,
w2,...., wn'y hagamos que AT denote también ala transformacién de Rn-Rm, que
multiplica un vector en Rn por AT. si

( \
a,
a,, ;
w,=| ~ |parai=1,2..,n
\ i /
Entonces
i-ésima
posicion
(0"
( { LN | (7 SR
a, d. - a, - a. : a,
a. (4 cee A ces Q. ‘ a,
4 e = 21 22 2i _n l an . =W
by nid . < * a = i
\ aml ‘l'n_‘ D2 U"” S (lmn ) . \ (llm )
L0
De esta forma, ATei= wipara i = 1,2,....n., T y la transformacion AT son las

mismas porgue coinciden en los vectores basicos.
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Ahora se puede demostrar que AT es Unica. Suponga que Tx = ATX y que Tx =
BTx para todo x € Rn. Entonces ATx = BTx, o estableciendo CT= AT — BT, se tiene
que CTx = 0 para todo x € Rn. En particular, CTei es la columna i de CT. Asi, cada
una de las n columnas de CT es el m-vector cero, la matriz cero de m*n. Esto
muestra que AT = BT y el teorema queda demostrado.

Definicion 1 Matriz de transformacion

La matriz ATen el teorema 1 se denomina matriz de transformacion
correspondiente a T o representacion matricial de T.

NOTA. La matriz de transformacion AT esta definida usando las bases estandar
tanto en Rn como en R3. Si se utilizan otras bases, se obtendra una matriz de
transformacion diferente.

TEOREMA 2 sea ATla matriz de transformacion correspondiente a laa
transformacion lineal T. entonces.

I ImT=ImA=CAT

i. P(T) = p(AT)
iil. Un T =NAT
iv. v(T) = v(AT

Ejemplo 1 Representacion matricial de una transformacion de proyeccion

Encuentre la matriz de transformacién AT correspondiente ala proyeccion de un
vector en R3 sobre el plano xy.

Solucién
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Teorema 4

Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita con dim V = n. sea T:V-W una
transformacion lineal y sea AT una representacion matricial de T respecto a las
bases B1 enVyB2 en W. entonces

. p(T) =p(AT) ii. V(A) = V(AT) iii. V(a) + p(T) = n

Teorema 5 Sea T:Rn-Rm una transformacion lineal. Suponga que C es la matriz
de transformacion de T respecto a las bases estandar Sny Smen Rny Rm,
respectivamente. Sea Al la matriz de transicion de B2 a base Smen Rm. Si
AT denota la matriz de transformacion de T respecto a las bases Bly B2,
entonces.

Geometria de las transformaciones lineales de R2 en R2.

Sea T:R2-R2 una transformacion lineal con representacion matricial AT Ahora de
demostrara que si AT es invertible, entonces T se puede escribir como una
sucesion de una o mas transformaciones especiales, denominadas expansiones,
compresiones, reflexiones y cortes.

Expansiones a lo largo de los ejes x 0y
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Una expansion a lo largo del eje x es una transformacién lineal que multiplica a la
coordenada x de un vector en R2 por una constante C >1. Esto es

X cx
T =
y y
1Y [ 0) (0 -
Entonces T'| =[( yT = . de manera que si 4, = & , se tiene
0 0 I I 0 1
7,[.\']=..[.\"=((' 0\ x _[ex
y ¥ W LAY v

De manera similar, una expansion a lo largo del eje y es una transformacion lineal
gue multiplica la coordenada y de todo vector en R2 por una constante C>1. Como

-3
“=(o

)
antes , *
entonces la representacion matricial de T es de manera que

o )
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Compresion a lo largo de los ejes x 0 y.

se comienza con este rectangulo.
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Expansion en la direccion de x ¢ = 2.

Expansion en la direcciéon de y con ¢ = 4.

Una compresion a lo largo de los ejes x 0 y es una transformacion lineal que
multiplica ala coordenada x o y de un vector en R2 por una constante positiva
0<c<1, mientras que para la expansion c<1.

©0,3) +———— 43

se comienza con este rectangulo.
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b)  Compresion a lo largo del eje x con ¢ =1/3.

C) Compresion a lo largo del eje x con c=1/2.

5.4 Aplicacion de las transformaciones lineales: reflexién, dilatacion,
contraccion y rotacion.
Reflexidn sobre el eje x

En este caso, queremos averiguar como esta definida la transformacion T de R2

en R2 que cada vector ( 1 2 2 )Io refleja sobre el eje x,
para obtener un vector ( ) ( 1> "2 )

En una grafica, vemos la situacion como sigue:

&

En este caso, la situacion es mas sencilla ya que claramente tenemos dos
triangulos rectangulos que son congruentes, de donde T queda definida como
sigue:

L(uy,uy) = (u),—u,)

e =
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Esta transformacion se llama la reflexion sobre el efe x, y es ineal, ya que:
IM(u, uy)+ AV, v) =T, + v, u, + Av,)
=(u, + Av,,—u, —Av,)

(u] , U, ) + /l(vl :_vz)
T(ulﬂuZ)_I_iT(V]?vZ)

Ejemplo dilatacion o expansion

Una dilatacion es una transformacién que incrementa distancias.

Sea V= (2 4) encontrara la expansion vertical cuando K=2

Expansion horizontal (k71) o contraccion (0<k<1)

Expansion vertical (k71) o contraccion (O<k<1)

Ejemplo contraccion

Una contraccion es una transformaciéon que decrece distancias. Bajo una
contraccion, cualquier par de puntos es enviado a otro par a distancia
estrictamente menor que la original.
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Sea V= (2 4) encontrara la contraccion horizontal cuando K=1/2

Haciendo la grafica el punto disminuye en el eje horizontal.

Rotacion por un éngulog

SeaO S 9 < 27[ un angulo medido en radianes. Queremos

averiguar cual es la transformacion T de R2 en R2 que gira cada

vector ZT — (ul 2 U 2 )un angulo 9 para obtener un vector
I(u)=(v,v,)

En una grafica, vemos la situacion como sigue:
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Si usamos las funciones trigonométricas, tenemos que:

v, = |T@r)|- cos(ex + ) = it (cosx - cos @ — sencx - sen)

v, = |7Gr)|- sen(a + 6) = ]| - (sena - cos @ + cosa - sen &)

= |it| cosa

Distribuyendo y wusando el hecho de que

u, = |il|senc

tenemos que:

y
v, =u, cos@ —u,send
v, =u, cos@ +u,senl

Por lo tanto, ya descubrimos como debe estar definida la

2 2
transformacion T 9:{ 9 9:{

que

T'(u,,u,)=(u, cost - uzsetuffi',,u2 cosé +u senf)

Esta transformacion se llama la rotacién por un éngulog y es lineal, ya que:

(o u)) + AW v ) =T, + v u, +4v,)
=((u, +Av,)cos - (u, + AV Bsenf? (i1, + Av,)cosf + (u, + Av, )send)

= (u, cos@ —u,send. u, cosﬂﬂslsen@)wl(v cosf-v send,v, c059+v send)
= T(u u ')+2.T(v”v )
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